
 ١  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 
   تعریف اصولی جبر بول ٢-١

 جورج بول روش اصولی برای منطق معرفی نمود و بدین طریق یک ١٨۵۴در سال 

برای تعریف . سيستم جبری را پایه ریزی کرد که امروز جبر بول ناميده می شود 

 را به کار ١٩٠۴هانتينگتون در  جبر بول ، ما اصول فرموله شده بوسيله لمستد

 برای تعریف جبر بول منحصر به فرد نيستند و اصول دیگری نيز این اصول. خواهيم برد 

  . در آن بکار رفته اند 

(.) و (+)  همراه با دو عملگر Bجبر بول یک ساختار جبری است که با عناصر مجموعه 

  : باشد ) اصول هانتينگتون ( تعریف شده و دارای اصول زیر 

١-) a (  بسته باشد (.) مجموعه نسبت به عملگر .  

    )b (  بسته باشد (.) مجموعه نسبت به عملگرد .  

٢-) a (  باشد ٠برابر با (+) عنصر خنثی در مجموعه برای  .  

xxx =+=+ 00  

٣-) b ( باشد ١برابر ( .) عنصر  خنثی در مجموعه برای  .  

xxx == .11.  

۴-) a ( د دارای خاصيت جابجایی باش(+) مجموعه نسبت به .  

xyyx +=+  

)b ( ای خاصيت جابجایی باشد ردا(.) مجوعه نسبت به:  

xyyx ... =  

۴-) a (.) (  دارای خاصيت پخشی است (+) روی .).().().( zxyxzyx +=+

)).(().( zxyxzyx ++=+

   

)b (+) ( دارای خاصيت پخشی است (.) روی .  
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 ٢  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

Bx∈ Bx∈ این عنصر (  وجود داشته باشد  به ازای هر عنصر -۵ عنصری مثل

  : بطوری که ) مکمل خوانده می شود 

1=′+ xx

0.

)a                                   (   

)b                                   ( =′xx

B

    

yx ∈,   ازمقایسه جبر yx:  موجود باشند بطوریکه صر مانند  حداقل دو عن-۶

اختلافات زیر ملاحظه می  ) ميدان اعداد حقيقی( بول با ریاضيات جبری معمولی  

  :گردند 

≠

این قانون برای جبر بول نيز .  اصول هانتينگتون شامل اصل اشتراک پذیری نيستند -١

  . دارد و می توان آن را برای هر دو عملگر از سایر اصول بدست آورد وجود 

  :رابطه . اختلاف بعدی است (. ) و (+)  قانون توزیع پذیری -٢

)).)().( zxyxzyx ++=+  

  .برای جبر بول معتبر ولی برای جبر معمولی قابل قبول نيست 

 تقسيم مفهوم نخواهند  جبر بول معکوس جمع و ضرب را ندارد ، بنابراین تفریق و-٣

  . داشت 

 عملگرد دیگری بنام مکمل را معرفی می نماید که در جبر معمولی وجود ۵ اصل -۴

  .ندارد 

.  جبر معمولی در مورد اعداد حقيقی است که بی نهایت عنصر را شامل می شود -۵

 که البته تا کنون معرفی نشده اند سرو کار داشت Bجبر بول با عناصری از مجموعه 

 یک مجموعه دو Bولی درجبر بول دو ارزشی یا دو مقداری که در زیر تعریف شده ، 

  .  می باشند ١ و ٠عنصری است که این دو عنصر 

   قضيه های اصلی و خواص جبر بول ٢-٢
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 ٣  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

مشخص  ) b(و  ) a(اصول هانتيگتون بصورت جفت جفت ليست و با قسمت های 

بشرط اینکه عملگرها و نيز بدست آورد هر یک از این دو را می توان از دیگری . شد 

این خاصيت مهم درجبر بول به اصل دوگانگی معروف . عناصر خنثی تعویض شوند

است و بيان می دارد که هر عبارت جبری منتجه از اصول جبر بول حتی با تعویض 

در جبر بول دو ارزشی عناصر . عملگر ها و عناصر خنثی باز هم معتبر می باشد 

 اصل دوگانگی کاربردهای فراوانی ٠و١:  یکسانند Bعناصر محموعه خنثی و خود 

 و ORاگر دو گان یک عبارت جبری ، مورد نظر باشد تنها کافی است عملگرهای . دارد 

AND ها تبدیل گردند ٠ها به ١ ها و همچنين ١ ها به ٠و  تعویض شده .  

  تئوری های اساسی 

در سمت چپ روابط ، . ل را در بر دارد  شش تئوری و چهار اصل از جبر بو)٢-١(جدول 

  . شماره اصول بکار رفته نوشته شده است 

  )اصول و قضایای جبر بول ) ٢-١(جدول 

(b) x.1 = x (a) x + 0 = x   ٢اصل   
(b) x.x = 0 ١=  َ x + x) a(    ۵اصل   
(b) x.x = x (a) x + x = x   ١تئوری  

(b) x .0 = 0 (a) x + 1 = 1  ٢تئوری  
 =x َ) َ(x  رجعت ٣تئوری   

(b) xy = yx (a) x+y=y+x  جابجایی ٣اصل   
(b) x (yz) = (xy)z (a) x+(y+z) = (x+y)+z  شرکت پذیری۴تئوری   

(b) x+yz = (x+y)(x+z) (a) x(y+z) = xy+xz  توزیع پذیری یا ۴اصل 
  پخش 

(b) (xy) = x+y) (a) (x+y) = x y   دمورگان ۵تئوری   
(b) x(x+y) = x (a) x + xy = x  جذب ۶تئوری   

  

   توابع بول ٢- ٣

یک تابع بول .  را اختيار کند ١ یا ٠یک متغيير دودویی می تواند یکی از دو مقدار  

 پرانتز ها و OR ، AND ، NOTعبارتی است که از متغيرهای دودویی ، عملگر های 
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 ٤  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

تابع فقط می به ازای مقادیر مفروضی از متغيرها . علامت تساوی تشکيل شده است 

zxyF′مثلاً تابع بول .  باشد ١ یا ٠تواند  =1

01

 است ١ برابر با f1تابع  . را در نظر بگيرید

برای .  خواهد بود F= باشد ، در غير این صورت zَ 1= و x=1 ، y=1بشرطی که 

 به n ها مربوط به ٠ا و  ه١ ترکيب از 2nیک تابع بفرم جدول درستی نياز به نمایش 

) ٢-٢(از جدول .  است ، داریم ١ یا ٠تغيير دودویی و ستونی یکه در آن مقدار تابع برابر 

-٢(در جدول .  حالت جدا می توان در نظر گرفت ٨دیده می شود وکه برای سه متغير 

ترکيب .  است ٠١ برابر ١٠١ و ٠٠١ در ردیفهای xy و ١، چهار ردیف آخر مساوی ) ٢

  . پنج حالت وجود دارد F2=١بنابراین برای . نيز دارد x=١ری دلالت بر آخ

  جدول درستی برای ) ٢-٢(جدول 

xzyxFxyyzxzyxFzyxFxyzF +′=+′+′′=′+== 4,3,21
 

F4  F3F2  F1  Z  y  x  

0 0  0  0  0  0  0  

1  1  1  0  1  0  0  

0  0  0  0  0  1  0  

1 1 0 0 1 1 0 

1 1 1 0 0 0 1 

1 1 1 0 1 0 1 

0 0 1 0 0 1 1 

0 0 1 1 1 1 1 
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 ٥  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

  عمليات جبری 

وقتی که یک تابع بوسيله گيت منطقی . ليترال ، یک متغير با پریم یا بدون پریم است 

پياده شود هر ليترال در تابع  معروف یک ورودی به یک گيت و هر جمله منطقی نيز 

می نيمم کردن تعداد متغيرها و جملات ، نتيجه . توسط یک گيت ساخته می شود 

  .  قطعات کمتر است  دستگاهی بااش ساخت

 فعلاً ما می نيمم سازی .کاهش داد  هم البته هميشه ممکن نيست که هر دو را با

را فقط به متغيرها محدود ميکنيم تعداد متغير ها در تابع بول می تواند با یک سری 

اعمال جبری می نيمم گردد ، متاسفانه قوانين مشخص و معينی که تضمين کننده 

تنها روش موجود سعی در کاهش مدار و تداوم این . ود ندارد فرم نهایی باشد وج

عمل با استفاده از اصول اوليه ، تئوری های اصلی و هر روش عملياتی دیگری ، که 

  . ضمن عمل با آنها حاصل می گردد ، می باشد 

  . تابع بولی زیر را از نظر تعداد متغيرها می نيمم کنيد  : ٢-١مثال 

))(())()((.5

)1()1(

)(.4
)(.3

0)(.2
).(1))((.1

zxyxzyzxyx
zxxy

yzxzxy
yzxxyzzxxy

xxyzzxxyyzzxxy
yxzxyxyyzxyzyzxzyx

xyxyxyxxyxx
yxyxyxxxyxx

+′+=++′+
′+=

+′++=
′++′+=

′++′+=+′+
′+′=′++′′=+′+′′

=+=+′=+′
+=+=+′+=′+

 

  ۴با توجه به دو گانه بودن تابع 

.  دوگان یکدیگرند و عبارت دوگانی رادر مراحل مربوط به خود بکار می برند ٢ و ١تابع 

چهارمين تابع .  بحث شده در قبل را نشان می دهد F4,F3 هم ارزی توابع ٣تابع 

تر افزایش در تعداد متفيرها گاهی اوقات سبب ساده ه روشنگر این واقعيت است ک
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 ٦  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

 مستقيماً ساده نشده است ولی با استفاده ۵۴تابع . گردد  شدن عبارت نهایی می

  .  می تواند حاصل گردد ۴از دوگان مراحل رمربوط به تابع 

  مکمل یک تابع 

 ها در ٠ ها به ١ها و ١ ها به ٠ که با تعویض F تابعی است مانندَ  Fمکمل یک تابع 

ممکن است با استفاده از تئوری دمورگان مکمل یک تابع .  حاصل می گردد Fمقدار 

ليست شده ) ٢-١(زوج قوانين دمورگان برای دو متغيير  در جدول . نيز بدست می آید 

. تئوری های دمورگان قابل تعميم برای سه متغير و یا بيشتر از آن نيز هستند . اند 

 بکار رفته اصول و تئوری های. فرم سه متغير تئوری اول دمورگان در زیر آمده است 

  . آورده شده اند ) ٢-١(همان همایی هستند که در جدول 

)()(                       B + C = Aبا فرض  ′+=′++ XACBA  

=′XAدمورگان        ) a (-۵با توجه به تئوری  ′  

).( ′+′ =B + C = X                  CBAبا جایگزینی 

CBA ′′′=   شرکت پذیری           ) a (-۴به تئوری با توجه 

تئوری های دمورگان برای هر تعداد از متغير ها ابتد به شکل دو متغيره در آمده و 

سپس با جایگزینی های متوالی ، مشابه با آنچه در فوق دیده شد ، نتيجه نهایی 

  .حاصل می گردد 

  . عموميت داده شوند این تئوریها می تواند به صورت زیر

FDCBAFABCD
FDCBAFDCBA
′++′+′+′+′=′
′′′′′=′+++++

...)...(
...)...(  

فرم های کلی تئوری دمورگان بيان می کند که مکمل هر تابع با تعویض عملگرهای 

AND و OR و مکمل نمودن هر متغير حاصل می شود  .  
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 ٧  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

zyxzyxFyzzyxF ′′+′′=+′′= 1,)(2
مکمل توابع  : ٢-٢مثال   .  را بدست آورید 

مکمل ها بفرم زیر حاصل می . لازم باشد بکار ببرید تئوری دمورگان را هر چند بار که 

  گردند 

))((

).()())(])([2

))(())(()(1

zyzyx

yzzyxyzzyzyxyzzyxF

zyxzyxzyxzyxzyxzyxF

′+′++′=

′′′′+′=′+′′+′′+′=′+′′=′

′+++′+=′′′′=′′′+′′=′

 

روش ساده تری برای بدست آوردن مکمل یک تابع این است که ابتدا دوگان آنرا 

این روش با توجه به فرم کلی . بدست آورده و سپس متغيرهایش را مکمل نمایيم 

اشته باشيد که دوگان یک تابع با تبدیل بخاطر د. تئوری دمورگان نتيجه می شود 

  .  ها به یکدیگر بدست می آید ٠ ها و ١ وتبدیل OR و ANDعملگر 

 را باتوجه به دوگان آنها و مکمل کردن ٢-٢مثال  F2 , F1مکمل های توابع  : ٢-٣مثال 

  . هر متغير بدست آورد 

zyxzyxF ′′+′′1.1  

) برابر است با F1دوگان تابع  ))( zyxzyx +′+′′++′

1))((

   

Fzyxzyx پس  از مکمل کردن هر متغير داریم   +′+++′=′

.)(2.2 yzzyxF +′′=  

))(( zyzyx  برابر است با F2دوگان تابع    +′+′+

2))(( Fzyzyx ′=′+′++′   پس از مکمل کردن هر متغير داریم 
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   حالات متعارف و استاندارد ٢- ۴

حال . ظاهر شود  ) xَ (یا مکملش  ) x(است بفرم معمولی یک متغير دودویی ممکن 

.  با یکدیگر ترکيب شوند AND بوسيله عملگر y و xفرض کنيم که متغيرهای دودویی 

چون  هر متغير ممکن است به هر یک از دو شکل فوق ظاهر گردد چهار ترکيب برای 

yxyxyxآن دو متغير وجود دارند  ′′′′ ,,`xy

12 −n

هر یک از این چهار جمله نشان  .  و  

بروشی . بوده و مينترم ناميده می شود ) ٢-١(دهنده یک ناحيه در دیاگرام ون ، شکل 

برای سه متغير ) ٢-٣( متغيير می تواند روشی مشابه یا آنچه در جدول nمشابه ، 

 متغير در زیر ستون n برای اعداد دودویی از صفر تا  . حاصل شده بدست آیند 

 متغير n روی ANDهر مينترم از اجزای عملگر . متغير ها در جدول نوشته می شوند 

 بدون پریم ١ با علامت پریم و با مقدار ٠بدست می آید و هر متغير در آن با مقدار 

هی  معادل دهدj آورده شده است که mjسمبل مينترم نيز درجدول بفرم . خواهد بود 

  . جمله مربوطه می باشد 

  مينترم و ماکسترم ها برای سه متغيير دودویی) ٢-٣(جدول 

    مينترم    ماکسترم
  z y  x  جمله  علامت    جمله  علامت

M0zyx ++    m0zyx ′′′  0 0 0 

M1  zyx ′++    m1  zyx ′′  
1 0 0 

M2zyx +′+    m2zyx ′′  0 1 0 

M3  zyx ′+′+    m3  yzx′  
1 1 0 

M4zyx ++′    m4zyx ′′  
0 0 1 

M5zyx ′++′    m5  zyx ′  
1 0 1 

M6zyx +′+′    m6zxy ′  
0 1 1 

M7zyx ′+′+′    m7  xyz  1 1 1 
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، که هر یک می توانند با پریم و یا بدون  OR متغير در یک جمله nبطریق مشابهی 

 ترکيب ممکن را ایجاد می نمایند که هر یک از آنها ماکسترم ناميده 2nپریم باشند ، 

) ٢-٣(هشت جمله ماکسترم مربوط به سه متغير با سمبل آنها درجدول . می شود 

هر .  متغير مشابهی تعيين می شوند nبرای جمله ماکسترم  2nهر . ليست شده اند 

 متغير دارای متغير های بدون پریم است n مربوط به ORماکسترم از یک جمله 

 باشد در اینصورت آن ١ باشند ولی هر گاه مقدار متغير ٠بشرطی که آن متغيرها 

توجه داشته باشيد که هر جمله ماکسترم . متغير پریم دار نمایش داده می شود 

  .مينترم مربوطه اش می باشد و بالعکس مکمل 

یک تابع بول می تواند با استفاده از جدول درستی بفرم جبری با در نظر گرفتن مينترم 

.  روی آنها تشکيل گردد OR است و اجرای عملگر ١هایی که تابع به ازای آنها برابر 

 را بفرم ١١١ و ١٠٠ و٠٠١بدین طریق معين می شود که ) ٢-۴( در جدول F1مثلاً تابع 

zyxzyx ′′′ چون هر یک از این . س با یکدیگر ترکيب کنيم پاده و س د نشانxyz و ,

  :  است باید رابطه زیر را داشته باشيم ١مينترم ها برابر 

7411 mmmxyzzyxzyxf ++=+′′+′′=   

  :بطور مشابه بسادگی می توان نشان داد که 

76532 mmmmxyzzyxyzxf +++=+′+′=   

هر تابع : ان دهده یک خاصيت مهم جبر بول می باشند که عبارتست از این مثالها نش

حال . بيان شود )  است ORدر اینجا بمعنی ( بول می تواند بصورت مجموع مينترم ها 

این مکمل را می توان با استفاده از جدول .مکمل یک تابع بول را در نظر بگيرد 

 روی OR هستند و اعمال عملگرد ٠وبکارگيری جملات مينترم که در جدول برای تابع 

  .  برابر خواهد بود با f1لذا مکمل تابع . آنها بوجود آورد 
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zxyzyxyzxzyxzyxf ′+′+′+′′+′′′=′1    

  .  خواهد شد f1را پيدا کنيم نتيجه همان تابع  f1اگر ما مکمل 

6.5.3.2.0

))()()()((1
MMMMM

zyxzyxzyxzyxzyxf
=

+′+′′++′′+′++′+++=
  

   :  را با توجه به جدول می توان نوشتf2 بطور مشابه عبارت مربوط به

4.2.1.0

))()()((2
MMMM

zyxzyxzyxzyxf
=

++′+′+′++++=
  

یعنی هر تابع می تواند . این مثالها بيانکر دومين خاصيت مهم جبر بول می باشند 

)  می باشد ANDحاصلضرب به معنی اعمال عملگرد ( بصورت حاصلضرب ماکسترم ها 

روش بدست آوردن مستقيم حاصلضرب ماکسترم ها با استفاده از . نوشته شود 

ابتدا جملات ماسکترمی که از ترکيب متغيرها تشکيل شده :  است جدول ربطریق زیر

 روی تمام AND می نماید انتخاب شده و سپس با اجرای عملگر ٠و برای تابع توليد 

هر گاه توابع بول بصورت مجموعمينترم ها یا . آنها می توان به نتيجه مورد نظر رسيد 

  . ف می باشند حاصلضرب ماکسترم ها در آیند گویند به شکل متعار

  مجموع مينترم ها 

 مينترم مستقل بدست آورده و هر تابع بول را 2n متغير nقبلاً گفته شده که برای 

تابع بول از مجموع مينترم هایی که مقدارشان . ميتوان بصورت محموع آنها بيان کرد 

ا  ی١چون مقدار هر مينترم می تواند .  است تشکيل می گردد١در جدول درستی برابر 

گاهی اوقات بهتر است که تابع را بصورت مجموع مينتم ها نشان .  2n باشد و نيز ٠

چنانچه تابع به این شکل نباشد می توان آن را با اجرای اعمال زیر بفرم مورد نظر . داد 

 شده را بدست می آوریم و سپس جملات را از  ANDابتدا مجموعه جملات . در آورد 
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١١  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

در صورت عدم وجود برخی . ورد بازرسی قرار می دهيم نظر وجود کليه متغير ها م

 یکی از متغيرهایی xکه .  کرد AND و غيره x+x متغيرها ، باید آنها رادر عباراتی مانندَ 

  :مثال زیر مطلب را روشن ميکند . است که در جمله وجود ندارد 

CBAF تابع  : -٢-۴مثال   .  دهيد  را بصورت مجوع مينترم نشان=+′

  در اولين جمله دو متغير وجود ندارد ، بنابراین .  می باشد A,B,Cتابع دارای سه متغير 

ABABBBAA ++′+= )(  

  . هنوز هم یک متغير کسر است 

CBACBACABABC
CCBACCABA

′′+′+′+=
′+′+′+= )()(  

CB′  جمله دوم   .  یک متغير کسر دارد

CBACBAAACBCB ′′′+′=′+′=′ )(  

  نتایج فوق داریم  از ترکيب 

CBACBACBACBACABABC
CBAF

′′+′+′′+′+′+=
′+=

 

CBA ′)( xxx +=  می توان از طرفی  ،١ دوباره تکرار شده است و بر طبق تئوری 

با مرتب نمودن مينترم ها بترتيب صعودی چنين نتيجه می . یکی از آنها را حذف کرد 

  . شود 

76541 mmmmm
ABCCBACBACBAF

++++=
+′+′′+′′=

 

ی که تابع بول بفرم مجموع مينترم ها است مناسب تر است تا آن بفرم خلاصه هنگام

  . زیر نشان دهيم 
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١٢  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

∑= )7,6,5,4,1(),,( CBAF  

حروفی که در داخل پرانتز .  روی جملات است OR به معنی اجرای عملگر ∑سمبل 

لات مينترم و جمع آنها قرار دارند ليست متغيرهای بکار رفته را بهنگام تشکيل جم

روش دیگری برای تشکيل مينترم های تابع بول تهيه جدول درستی . معين می کنند 

تابع . تابع مستقيماً از عبارت جبری است که از روی آن مينترم ها خوانده می شوند 

  :  را در نظر بگيرد ٢-۴بول مثال 

CBAF ′+=   

 از عبارت جبری با هشت ترکيب دودویی متغير مستقيماً) ٢-۵(جدول درستی شکب 

1,01 حاصل می شود که برای مينترم هایی که در آنها A , B , Cهای  == ABC

n22

))((

 

را که سپس با توجه به حجدول درستی پنج مينترم تابعی .  قرار می دهيم ١باشد 

  . می باشند می خوانيم٧،۴،۵،۶،١

   

  ضرب ماکسترم ها 

 متغير را همچنين می توان بصورت حاصلضرب n تابع متشکل از هر یک از 

.  را تشکيل داد ORبرای چنين فرمی باید اول جمله های . ماکسترم ها بيان داشت 

zxyxyzxذیری ÷این عمل را می توان با استفاده از قانون توزیع   نيز +=++

این روش با .  می شود xx ، OR با OR در هر جمله سپس هر متغير غایب. انجام داد 

  :مثال زیر واضحتر خواهد شد 
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١٣  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

CBAF جدول درستی برای ) ٢-۵(جدول   =+′

F C  B  A  
٠  ٠  ٠  ٠  
٠  ٠  ١  ١  
٠  ١  ٠  ٠  
٠  ١  ١  ٠  
١  ٠  ٠  ١  
١  ٠  ١  ١  
١  ١  ٠  ١  
١  ١  ١  ١  

  

zxxyF ′+=   : حاصلضرب ماکسترم بنویسيد  را بصورتتابع  : ٢-۵مثال 

  : در می آوریم ORابتدا با استفاده از قانون توزیع پذیری تابع را به صورت جملا 

))()((
))()()((

))((

zyzxyx
zyzxxyxx

zxyxxyzxxyF

+++′=
++′+′+=
+′+=′+=

 

  .بنابراین .  فاقد یک متغير است ORهر جمله .  است z,y,xتابع دارای سه متغير 

))((
)6)((

))((

zyxzyxxxzyzy
zyxzyxyyzxzx
zyxzyxzzyxyx

++′++=′++−=+
+′++=′++=+

′++′++′=′++′=+′

 

  : که بيش از یکبار تکرار شده اند خواهيم داشت با ترکيب عبارت فوق و حذف آنهایی

5420

))()()((
MMMM

zyxzyxzyxzyxF
=

′++′++′+′+++=
 

  : روش مناسب تری برای نمایش تابع بقرار زیر است 

)5,4,2,0(),,( ∏=zyxF  
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١٤  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

 بيانگر حاصلضرب ماکسترم ها می باشد و اعداد ، شماره جملات ∏سمبل ضرب ، 

   .ماکسترم را مشخص می سازد 

  تبدیل فرمهای متعارف به یکدیگر 

وع منيترم ها نشان داده شده برابر است با مجموع ممکمل یک تابع که بصورت مج

زیرا تابع اصلی از جملات مينترمی . مينترم هایی که در فرم اصلی تابع وجود ندارد 

تی  می نماید ، در حاليکه مکمل آن تابع به ازای جملا١تشکيل شده که تابع را برابر 

بعنوان مثال تابع زیر را در نظر .  می باشد ٠ است که تابع اصلی به ازای آنها ١برابر 

  : بگيرید 

)7,6,5,4,1(),,( ∑== CBAF   

  : مکل این تابع به شکل زیر است 

∑ ++==′
320

)3,2,0(),,( mmmCBAF   

 F را با توجه به تئوری دمورگان بدست آوریم فرم جدیدی برای `Fحال ، اگر مکمل 

  .  آیدبدست می

)3,2,0(3203.2.0)320 ∏===++= MMMmmmmmmF  

با توجه به جدول . می باشد ) ٢-٣(آخرین تبدیل در رابطه فوق نتيجه تعاریف جدول 

  . درستی رابطه زیر مسلم است 

jMjm =′  

 است و س مکمل جمله مينترم با همان اندیjیعنی ، جمله ماکسترم با اندیس 

  .بالعکس 

www.IrPDF.com

www.IrPDF.com



١٥  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

 تابع بصورت مجموع مينترم ها بيان شده به معادل آن که آخرین مثال ، تبدیل یک

بحث مشابهی نشان می . بصورت حاصلضرب ماکسترم ها است را بيان می دارد 

حال . دهد که تبدیل حاصلضرب ماکسترم ها به مجموع مينترم ها بطریق فوق است 

  : یک روش کلی را برای تبدیل بيان می کنيم 

را با یکدیگر عوض نموده   ∏ه دیگری سمبل های برای تبدیل یک فرم متعارف ب

برای یافتن جملات . ست می نمایيم يو جملاتی که در تابع اصلی وجود ندارد را نيز ل

2گم شده باید بياد بياوریم که تعداد کل جملات 

∑,

n است که در آن n تعداد متغيرها در 

  .تابع است 

ش تبدیل متعارف قابل وری بوسيله جدول درستی و ریک تابع بول بفرم عبارت جب

  : مثلاً عبارت بول زیر را در نظر بگيرید . تبدیل به ضرب ماکسترم ها است 

  zxxyF ′+=

 از ترکيب F های زیر ستون ١) . ٢-۶(ابتدا جدول درستی را بدست می آوریم ،شکل  

درستی  مينترم های تابع از روی جدول  حاصل می شود xz=01 و x=11متغيرها با 

  تابع بر حسب مينترم ها برابرست با  . ١،٣،۶،٧عبارتند از 

∑= )7,6,3,1(),,( zyxF   

چون جمعاً هشت مينترم یا ماکسترم در یک تابع سه متغيره وجود دارد ، ما جملات 

تابع بر حسب ضرب  . ۵ و ۴ ، ٢ ، ٠غير موجود در فوق را می یابيم که عبارتند از 

  .  شد ماکسترم ها چنين خواهد

)5,4,2,0(),,( ∏=zyxF  

  . دیدیم ٢-۵این همان مثالی است که در مثال 
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١٦  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

zxxyF جدول درستی برای ) ٢-۶(جدول   =+′

f z  y  x  
0  0  0  0  
1 1 0 0 
٠ ١ ٠ ٠ 
٠  ١  ١  ١  
١  ٠  ٠  ٠  
١  ٠  ١  ٠  
١  ١  ٠  ١  
١  ١  ١  ١  

  فرم های استاندارد 

کس می تواند با توجه به ی ابتدایی هستند که هر دو فرم متعارف جبر بول ، فرم های

داقل متغيرها حاین فرم ها معمولاً دارای . تی به آنها دسترسی پيدا کند جدول درس

نيستند ، زیرا هر مينترم یا ماکسترم بایستی بنا به تعریف دارای تمام متغيرها اعم از 

در .  فرم استاندارد است راه دیگری برای بيان تابع بول ،. مکمل و غير مکمل باشند 

این فرم ، جمله هایی که تابع را تشکيل می دهند ممکن است یک يا دو یا هر 

یکی جمع . وجود دارد دو نوع فرم استاندارد .تعدادی از متغيرها را داراباشند 

  .حاصلضرب ها و دیگری ضرب حاصل جمع ها 

 با نام جملات  (ANDها ، یک عبارت بول است که شامل جملات جمع حاصلضرب 

 روی ORکلمه جمع دراینجا به معنی عملگر .از یک یا چندمتغير می باشد )حاصلضرب 

  . این جملات است 

  :مثالی از این نوع بقرار زیر می باشد 

zyxxyyF ′′++′=1
 

جمع آنها در واقع . عبارت دارای سه جمله حاصلضرب از یک ، دو و سه متغير است 

هر جمله هر تعداد متغير را ممکن . که جمع ناميده می شوند  است ORاجرای عمل 
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١٧  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

مثالی از یک تابع که بصورت .  روی آنها است ANDضرب بيانگر عملگر .است دارا باشد 

  : ضرب حاصل جمع ها بيان شده عبارتست از 

))((2 wzyxzyxF +′++′+′=  

ضرب آنها در واقع . این عبارت به ترتيب دارای سه جمله ، با یک ، دو چهار متغير است 

 با ضرب و ANDکاربرد کلمه ضرب و جمع بيانگر شباهت .  می باشد ANDاجرای عمل 

  .  با جمع در حساب می باشد ORعملگر 

  :بعنوان مثال تابع . یک تابع بول ممکن است بفرم غير استاندارد نيز بيان شود 

))((3 DCBACDABF ′′+′′+=   

البته می توان . ل ضرب حاصل جمع ها است نه بشکل جمع حاصلضرب ها و نه بشک

  :با استفاده از قانون توزیع پذیری آن را بفرم استاندارد در آورد 

DCABCDBAF ′′+′′=3
 

   گيت های منطقی دیجيتال ٢- ۵

زیرا اینگونه . مدارهای دیجيتال الکترونيکی ، مدارهای منطقی نيز ناميده می شوند 

بی ، توليد کننده یک سری اعمال منطقی می مدارهای در مقابل ورودی مناس

هر گونه اطلاعات محاسباتی یا کنترلی مورد نظر را می توان با عبور سيگنال . باشند 

های دودویی از ميان دسته های متفاوت مدارهای منطقی مورد استفاده قرار داد ، 

.  کند که هر سيگنال نشان دهنده یک متغير بوده و یک بيت از اطلاعات راحمل می

 را اجرا می کند به همراه NOT و OR و ANDمدارهای منطقی که اعمال منطقی 

این مدارها که گيت ناميده . نشان داده شده اند ) ٢-١(سمبل های مربوطه در شکل 

می شوند بلوکهای سخت افزاری هستند که با ورودی منطقی مناسبی در خروجی 
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١٨  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

يد که چهار نام مختلف برای این مدارها توجه کن.  منطقی توليد می کنند ١ یا ٠خود 

مدارهای دیجيتال ، مدارهای سوئيچينگ ، مدارهای منطقی و گيت . بکار رفته است 

همه این اساس بطور گسترده ای استفاده ميشوند ولی بهتر است ما این . ها 

 گاهی مدار وارونگر یا معکوس کننده نيز ناميده می NOT و OR و ANDمدارهای را 

  .یرا سيگنال دودویی را معکوس می کند شود ز

  x Z=x+y Z=x.y x 
yy   

    دو ورودیORگيت ) ب(  ودی  دو ورANDگيت ) الف(

  َxA 

C  
B 

xF=ABC
  

 )واروگر( برای معکوس کردنNOTگيت)پ(

   سه ورودی ANDگيت ) ت( 

  

G=A+B+C+D

   چهار ورودیORگيت)ث(

A 
B 
C 
D 

  

  

 NOTو NAND ،NORگيتهای ): ٢-١(شکل 

  

مُی توانند ) ٢-٢( در گيت هایی با دو ورودی ، طبق شکل Y و Xسيگنال های ورودی 

این سيگنال های ورودی به .  باشند ١١ ، ١٠ ، ٠١ ، ٠٠به یکی از چهار حالت ممکن 

نشان ) ٢-٢( در شکل OR و ANDشان برای گيت های همراه سيگنال های خروجی  

پاسخ هر مدار را به هر یک از چهار ترکيب ) ٢-٢(نمودار زمانی شکل . داده شده اند 

 از مقایسه NOTدليل انتخاب نام وارونگر برای گيت . ممکن ورودی نشان می دهد 

 . ود بخوبی آشکار می ش) خروجی وارونگر  ( Xو ) ورودی وارونگر  ( Xپالس 
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١٩  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

 با ANDیک گيت .  ممکن است بيش از دو ورودی داشته باشند OR و ANDگيت های 

-١( با چهار ورودی در شکل OR با سه ورودی و یک گيت ANDسه ورودی و یک گيت 

 سه ورودی ، بشرطی در خروجی خود دارای AND گيت. نشان داده شده اند ) ٢

 با چهار ورودی OR گيت . منطقی است ٠ منطقی باشد ، خروجی گيت ١پاسخ 

 منطقی باشد و ١ منطقی است بشرطی که حداقل یک  ورودیها ،١دارای خروجی 

  .  منطقی خواهد بود ٠ منطقی باشند خروجی ٠اگر همه سيگنال های ورودی 

این . فرم ریاضی منطق دودویی ، اغلب جبر بول و یا جبر سوئيچينگ خوانده می شود 

. ه های پيچيده در مدارهای دیجيتال استفاده می گردد جبر برای تشریح عمليات شبک

طراحان سيستمهای دیجيتال از جبر بول برای تبدیل اشکال مدارها به عبارت جبری و 

  . بالعکس استفاده می کنند 

0       01 1       0   x 

0 1        1y 0             0   

  
0       01 0 AND : x.y   

  1          1         1 00 
OR : x+y 

NOT : x َ   1         10         01 

  

  )٢-١(از شکل ) پ ) (ب) (الف(  خروجی برای گيت های –سيگنالهای ورودی ) ٢-٢(شکل 

ان گيت های استاندارد در طراحی سيستم های دیجيتال بعنو یعنی یی دیگرگيتها

   NAND ، NOR ، XOR ، XNOR :این گيتها عبارتند از.بکار می روند 

 .  
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٢٠  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

 که بدنبال آن دایره AND می باشد و متشکل از یک سمبل AND ، مکمل NANDتابع 

 که OR بوده و بوسيله سمبل OR مکمل تابع NORتابع . کوچکی قرار گرفته است 

 بسادگی NOR و NANDگيت های . بال آن دایره کوچک نمایش داده می شود بدن

توليد بوده و می توان براحتی توابع بول را با آنها بوسيله مدارات ترانزیستوری قابل 

  .پياده نمود 

 می باشد ، بجز یک خط منحنی که در سمت OR دارای سمبل مشابهی با XORگبت 

 است و لذا یک دایره کوچک XOR مکمل XNORگيت . ورودی اش کشيده شده است 

  .اضافی در سمت خروجی سمبل آن وجود دارد 

x 

y y

x   
)( ′xy)( ′+ yx

  
   NANDگيت )الف(
   NORگيت ) ب(  

 

 

   

y 
X yxF Θ=

 XNORگيت )ت(

y
X yxF ⊕=

XORگيت) پ(

  NAND ، NOR ، XOR ، XNORگيت های ) ٢-3(شکل 

  گسترش ورودی گيت ها 

گيت های نشان داده شده بجر معکوس کننده و بافر ، قابل گسترش به حالتی بيش 

ویی ارائه شده بوسيله آنها خواص از دو ورودی هستند بشرط اینکه عمل دود

 که در جبر بول تعریف OR و ANDاعمال . جابجایی و شرکت پذیری را داشته باشد 

  : داریم ORبرای تابع . شدند دارای این دو خاصيت هستند 

xyyx +=+   جابجایی                         
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٢١  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

zyxzyxzyx ++=++=++ و شرکت پذیری                       )()(

 قابل گسترش به ORاین روابط  بيانگر آنند که ورودی قابل تعویض بوده و بنابراین تابع 

  . سه متغير و بيشتر است 

 خاصيت جابجایی دارند و ورودی گيت آنها قابل گسترش است ، NOR و NANDتوابع 

،  NANDمشکل این است که عملگرهای . بشرط اینکه تعریف عمل آنها تصحيح شود

NOR یعنی .  شرکت پذیری نيستند :  

)()( zyxzyx ↓↓≠↓↓  

  :داریم   ) ٢-4( زیرا طبق شکل 

zxyxzyxzyxzyx

zyzxzyxzyxzyx

′+′=+′=′′++=↓↓

′+′=′+=′+′−=↓↓

)(])([)(

)(])[()(   

 x 
y 

 
xzyx +=↓↓ ()(

z 

 

 

 

y 

z 

 
()( yxzyx +′=↓↓

x   

  

  

  

  

)()(  ، NORنمایش شرکت پذیر نبودن ) ٢-4(شکل  zyxzyx ↓≠↓↓
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٢٢  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

 ORچند ورودی را بعنوان مکمل  ) NOR) NAND گيت های لبرای غلبه براین مشک

)AND (  آن تعریف می کنيم ، بنابراین داریم:  

)(
)(

′=↑↑
′++=↓↓

xyzzyx
zyxzyx  

نشان داده شده ) ٢-5(سمبل های گرافيکی برای گيت های سه ورودی در شکل 

 بایستی پرانتزها بفرم صحيح انتخاب NAND و NORدر نوشتن متوالی اعمال . اند 

-5( این مطلب مدار شکل برای نمایش. شوند ، تا بيانگر ترتيب صحيح گيت ها باشند 

  : تابع بول برای این مدر بایستی بفرم زیر نوشته شود . راملاحظه کنيد ) پ-٢

DEABCDEABCF +=′′′= ])()[(  

این رابطه همچنين بيانگر آنست . دومين عبارت از رابطه دمورگان نتيجه شده است 

  . است NANDکه جمع حاصلضرب ها قابل پياده شدن بوسيله گيت ها 

 هر دو دارای خواص جابجایی و شرکت پذیری بوده ، ورودی XNOR و XOR گيت ها

 با چند ورودی ، از XORمعهذا مدارهای . شان قابل توسعه به بيشتر از دو می باشد 

در واقع حتی  فرم دو ورودی آن نيز معمولاً از .يستند ننقطه نظر سخت افزاری متداول 

ن تعریف این توابع بایستی بهنگام علاوه بر ای. سایر گيت ها ساخته می شود 

 یک تابه فرد است یعنی هرگاه ورودی ها XORتابع .گسترش ورودی آنها تصحيح گردد 

 با XORساختمان یک گيت .  خواهد بود ١ را دارا باشند این تابع برابر ١تعداد غردی 

این مدار معمولاً با گيت های دو ورودی .دیده می شود ) ٢-۶(سه ورودی در شکل 

فرم گرافيکی آن را با گيت سه ورودی نيز می توان نشان ) الف(شکل . تهيه می گردد 

 Fبطور آشکار مشخص می نماید که خروجی ) پ( جدول درستی در ) داد ، شکل ب 
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٢٣  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

به بيان .  خواهد بود ، اگر فقط یکی از ورودی ها و یا هر سه ورودی برابر باشد ١برابر 

  . است ١ مساوی Fفرد است  ها درورودی ١دیگر وقتی تعداد 

 ها در ورودی ٠یعنی هرگاه تعداد .  یک تابع زوج است NORاضافه می نماید که تابع 

  .  است ١زوج باشد این تابع مساوی 

 

 

 

 

 

  

  

   پشت سر هم و چند ورودیNOR و NANDگيت های ) ٢-5(شکل 

  

  

  

  

  

  

  

y 
z 

)( ′++ zyx

  سه ورودی NORگيت)ب(

C 

A 
B 

DEABCDEABCF +=′′′= ]).()[(

E 
D )گيت های متوالی)پNAND 

y 
X 

zyxF ⊕⊕=
Z 

 ی دو ورودیبا گيت ها)الف(

z 

X 
zyxF ⊕⊕=y 

y
z

)( ′xyz

  سه ورودیNORگيت)الف(

xx 

یک گيت سه ورودی) ب(
  

   ورودیسه XORگيت ) ٢-۶(شکل 
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٢٤  جبر بول و گيت های منطقی : فصل دوم 
 

  منطق مثبت و منفی 

نال دودویی در ورودی یا خروجی هر گيت یکی از دو مقدار را بجز در حالت گذرا ، سيگ

چون دو .  را نمایش می دهد ٠- و دیگری منطق ١-یک مقدار سيگنال منطق . دارد 

مقدار سيگنال متعلق به دو ارزش منطقی است ، لذا دو انتساب متفاوت برای دو 

 برای نمایش Hانتخاب سطح بالاتر ) ٢-٧(ارزش منطقی می توان اختيار کرد ، شکل 

، سيستم منطق مثبت را معرفی می نماید و ) الف-٢-٧( مطابق شکل ١منطق 

  .١ بعنوان منطق Lانتخاب سطح پایين 

مقدار سيگنال   مقدار منطقیمنطقیمقدار   مقدار سيگنال 
  HH

١ 

٠ ٠   

  ١ LL

 منطق مثبت)الف (منطق منفی) ب(
  

  علامت دامنه سيگنال و نوع منطق) ٢-٧(شکل 
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